
 
 

Τα Μαθηµατικά στο έργο του Αρίσταρχου 
 

Βαγγέλης Ντζιαχρήστος − ∆ηµήτρης Κοντογιάννης 
 

Περίληψη 
 Με την παρούσα εργασία µας αποσκοπούµε να ερευνήσουµε τις 
µαθηµατικές έννοιες στο έργο του Αρίσταρχου που έχει διασωθεί και 
ειδικότερα αυτό το οποίο υπάρχει στο βιβλίο του «Περί µεγεθών και 
αποστάσεων του Ηλίου και της Σελήνης», και οι οποίες όπως µπορούµε να 
διαπιστώσουµε έχουν ήδη εντοπισθεί από παλαιότερους ερευνητές όπως οι 
Heiberg, T.L.Heath κ.ά. 
 Το µαθηµατικό περιεχόµενο στο έργο του Αρίσταρχου είναι όχι µόνο 
τεράστιο αλλά και εξαιρετικής ποιότητας πράγµα που δικαιολογεί τον 
χαρακτηρισµό του Αρίσταρχου ως µαθηµατικού. 
 Κυρίως µας προκαλεί δέος όχι µόνο το µέγεθος των γεωµετρικών του 
γνώσεων αλλά και ο αριστοτεχνικός τρόπος χρησιµοποίησής τους καθώς 
και ότι ουσιαστικά δηµιουργεί και εργάζεται µε λόγους οι οποίοι 
αντιπροσωπεύουν στην πραγµατικότητα τριγωνοµετρικούς αριθµούς. 

∆υστυχώς το διασωθέν έργο του Αρίσταρχου είναι µικρό σε σχέση µε 
το απωλεσθέν και για το λόγο αυτό δεν είµαστε σε θέση να εκτιµήσουµε 
πλήρως το έργο του κυρίως αυτό που αναφέρεται σε θεµελιώδεις έννοιες 
της Μαθηµατικής Ανάλυσης, της θεωρίας των ανισοτήτων κ.λπ. 
 

Είναι γνωστό ότι ο Αρίσταρχος ονοµάζονταν από τους σύγχρονούς του 
αρχαίους Έλληνες «µαθηµατικός» που ήθελαν έτσι να τον διακρίνουν από 
άλλους µε το ίδιο όνοµα. 
 Με τον χαρακτηρισµό αυτό τον αναφέρουν πολλοί αρχαίοι συγγραφείς. 
Ο Ρωµαίος ιστορικός Βιτρούβιος (Vitruvius) µας δίνει µια σπουδαία 
πληροφορία, στο έργο του «De architectura libri decem» [12], όπου γράφει 
ότι ο Αρίσταρχος ασχολήθηκε µε τη µαθηµατική θεωρία των ηλιακών 
ωρολογίων. Ως γνωστόν η κατασκευή ενός τέτοιου ωρολογίου, απαιτεί 
αρκετές µαθηµατικές γνώσεις. Ο Αρίσταρχος µάλιστα ήταν ο εφευρέτης 
ενός βελτιωµένου ηλιακού ωρολογίου, του οποίου η βάση δεν ήταν επίπεδο 
αλλά η κοίλη επιφάνεια ενός ηµισφαιρίου στο οποίο ο γνώµονας ήταν η 
ακτίνα της σφαίρας του και η σκιά του έδειχνε στην κοίλη επιφάνειά του 
την ώρα. 
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 Το ηλιακό αυτό ωρολόγιο, προφανώς λόγω του σχήµατός του, 
ονοµαζόταν «σκάφη», όπως αναφέρει ο σχολιαστής Αέτιος στο έργο του 
«Περί αρεσκόντων» το οποίο έχει απολεσθεί. Όπως αναφέρει ο F. Franciosi 
[3] ο πόλος µε σκάφη  την κατασκευή του οποίου ο Βιτρούβιος αποδίδει 
στον Αρίσταρχο ήταν παλαιότερη ανακάλυψη και έχει χρησιµοποιηθεί σε 
γεωδετικές µετρήσεις από τον Ερατοσθένη. 
 Είναι ευνόητο ότι η κατασκευή της «σκάφης» απαιτούσε υψηλού 
επιπέδου µαθηµατικές, γεωµετρικές αλλά και αστρονοµικές γνώσεις. 
∆υστυχώς το µεγαλύτερο µέρος των έργων του Αρίσταρχου δεν έχει 
διασωθεί. Σε µας έφθασαν ελάχιστες πληροφορίες και αναφορές που 
ξεκινούν από το έργο «Ψαµµίτης» του Αρχιµήδη, που γράφτηκε το 216 
π.Χ., λίγο µετά το θάνατο του Αρίσταρχου (ή κατά κάποιους ιστορικούς 
όταν ακόµα ζούσε) και φθάνουν µέχρι κάποιους Βυζαντινούς σχολιαστές. 
 Το γεγονός αυτό µάλλον οφείλεται στις «ανορθόδοξες» απόψεις του 
Αρίσταρχου περί ηλιοκεντρισµού, απόψεις ριζικά αντίθετες µε την 
«γεωκεντρική» θεωρία της Παλαιάς ∆ιαθήκης. Την υπόθεση αυτή έρχεται 
να ενισχύσει το γεγονός ότι στο µοναδικό διασωθέν έργο του Αρίσταρχου 
«Περί µεγεθών και αποστάσεων του Ηλίου και της Σελήνης» δεν υπάρχει 
καµιά αναφορά περί της ηλιοκεντρικής θεωρίας, γεγονός που κατά τους 
µελετητές του έργου του πατέρα της ηλιοκεντρικής θεωρίας θα πρέπει να 
είναι από τα πρώιµα έργα του, ίσως µάλιστα και το πρώτο. 
 Όπως ήδη αναφέραµε ο Αρχιµήδης είναι ο πρώτος χρονολογικά που 
αναφέρεται στον Αρίσταρχο και στο έργο του. Στο έργο του «Ψαµµίτης» 
µας δίνει δύο σηµαντικές πληροφορίες: 

1) Ο ήλιος και οι απλανείς αστέρες παραµένουν ακίνητοι, ενώ η Γη 
κινείται περί τον ήλιο σε κυκλική τροχιά, της οποίας κέντρο είναι ο 
ήλιος. 

2) Οι διαστάσεις του Σύµπαντος έχουν άπειρο µέγεθος, όπως 
προκύπτει και από τη δεύτερη υπόθεση που υπάρχει στο διασωθέν 
έργο του «Περί µεγεθών και αποστάσεων του Ηλίου και της 
Σελήνης». 

 Όµως ο Αρχιµήδης δεν φαίνεται να αναφέρεται στο συγκεκριµένο 
διασωθέν έργο αλλά ίσως σε κάποιο προηγούµενο. Είτε σ΄ αυτό που 
διατυπώνει την ηλιοκεντρική θεωρία. Άλλωστε στο κείµενο του «Ψαµµίτη» 
η υπόθεση αυτή συνδέεται άµεσα µε την ηλιοκεντρική θεωρία: 
«Εσύ (βασιλιά)  γνωρίζεις ότι το «Σύµπαν» είναι το όνοµα που δίνουν οι 
περισσότεροι αστρονόµοι στη σφαίρα, της οποίας το κέντρο είναι το κέντρο 
της Γης, ενώ η ακτίνα είναι ίση µε το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα το κέντρο 
του Ήλιου και το κέντρο της Γης. Αυτή είναι η συνήθης περιγραφή όπως την 
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ακούµε από τους αστρονόµους. Ο Αρίσταρχος όµως παρέθεσε ένα βιβλίο που 
συνίσταται από συγκεκριµένες υποθέσεις, στο οποίο προκύπτει ως συνέπεια 
των υποθέσεων αυτών, ότι το σύµπαν είναι πολλές φορές µεγαλύτερο από το 
«σύµπαν» που µόλις αναφέρθηκε» [1]. 

Επιπλέον ο Πλούταρχος στο έργο του Ηθικά αναφέρει «… ὡς ὕστερον 
Ἀρίσταρχος καί Σέλευκος ἀποδείκνυσαν, ὁ µεν υποτιθέµενος µόνον, ὁ  
δε Σέλευκος αποφαφαινόµενος». ∆εν γνωίζουµε κατά πόσον είναι 
αληθής η πληροφορία του Πλούταρχου, ο οποίος δεν φηµίζεται για την 
ακρίβεια των όσων αναφέρει αφού στις λίγες σελίδες του έργου του, 
Σέλενκον το οποίο διασώθηκε σε αραβική µετάφραση δεν υπάρχει τίποτα 
σχετικό. Αλλά και αν ακόµα δεχθούµε ότι ο Αρίσταρχος διετύπωσε µιαν 
υπόθεση, δεν γνωρίζουµε σε ποιο αστρονοµικό θέµα την χρησιµοποίησε. 
 
 Αφού λοιπόν ο Αρχιµήδης συνεχίζει διατυπώνοντας τις δύο αποδείξεις 
που αναφέραµε, συµπληρώνει ότι «η σφαίρα των απλανών αστέρων που έχει 
κέντρο τον Ήλιο, είναι τόσο µεγάλη, ώστε η ακτίνα του κύκλου της τροχιάς 
της Γης έχει λόγο προς την απόσταση των απλανών αστέρων όση έχει το 
κέντρο της σφαίρας προς την επιφάνειά της». 
 
 Από το παραπάνω απόσπασµα του «Ψαµµίτη» προκύπτει ότι: 
 
α) Ο Αρίσταρχος στο ίδιο βιβλίο διατυπώνει τόσο την ηλιοκεντρική, όσο 
και την υπόθεση για το απειροδιάστατο του Σύµπαντος. 
β) Η διατύπωση για το απειροδιάστατο του σύµπαντος όπου η ακτίνα του R 

ικανοποιεί τη σχέση lim
 ρ→0

  4πR2

ρ
 , όπου ρ η ακτίνα του κέντρου της Γης, 

µάλλον θα πρέπει να οφείλεται στον Αρχιµήδη, που άλλωστε ήταν αρκετά 
εξοικειωµένος µε το λογισµό και τη σηµασία των ορίων, εκτός αν 
υποθέσουµε ότι είναι έκφραση του ίδιου του Αρίσταρχου, οπότε θα πρέπει 
στις µαθηµατικές του γνώσεις να συµπεριλάβουµε και άλλες πολύ 
σηµαντικές και οπωσδήποτε περισσότερο προχωρηµένες από αυτές που 
διαπιστώνουµε στο διασωθέν έργο του. 
 
 Ένα άλλο πολύ σηµαντικό απόσπασµα στο κείµενο του «Ψαµµίτη» 
είναι αυτό που αναφέρει ότι «ὑποθέσεων τινῶν ἐξεδῶκεν γραφάς».
 Η φράση αυτή έχει προκαλέσει πολλές συζητήσεις µεταξύ ερευνητών, 
όπως οι Heiberg, Hultsch, Schiaparelli, Heath και σε άλλους νεότερους. Οι 
ερµηνείες που δίδονται ξεκινούν από την έκδοση έργου του Αρίσταρχου µε 
τον τίτλο «Υποθέσεις», που πιθανόν περιελάµβανε τη δηµιουργία σχηµάτων 
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ή επεξηγηµατικών παραστάσεων, γραπτών σηµειώσεων που περιέχουν και 
µια πρόχειρη αιτιολόγηση µε στοιχεία αποδεικτικής διαδικασίας. 
 Από όσα αναφέραµε προκύπτει ότι οι πηγές µας για τα Μαθηµατικά 
στο έργο του Αρίσταρχου είναι εξαιρετικά περιορισµένες, αφού κυρίως 
αφορούν στο έργο του «Περί αποστάσεων και µεγεθών . .». Για το λόγο 
αυτό, ενώ έχουµε πλήρως εξακριβωµένο το γεγονός ότι ο Αρίσταρχος ήταν 
ο ίδιος ο ιδρυτής της ηλιοκεντρικής θεωρίας, όχι µόνο από τον Αρχιµήδη, 
αλλά και τον Πλούταρχο, τον ∆ιογένη τον Λαέρτιο κ.ά., για πολλά 
µαθηµατικά επιτεύγµατα του Αρίσταρχου έχουµε µόνο νύξεις είτε 
σιβυλλικoύς υπαινιγµούς. 
 Πριν απ΄ όλα δεν γνωρίζουµε µε ποια µαθηµατικά εφόδια έφθασε στη 
θεωρία του ηλιοκεντρικού συστήµατος, πάντως το µαθηµατικό του 
οπλοστάσιο θα πρέπει να ήταν ιδιαίτερα σηµαντικό. 
 Ο T.L. Heath στο [4] σελ.317 αναφέρει ότι ο Πάππος στο διασωθέν VI 
βιβλίο της «Συναγωγής» θεωρεί σαν corpus της «ελάσσονος Αστρονοµίας» 
τα έργα του Αυτόλυκου «περί κινουµένης σφαίρας», του Ευκλείδη «Οπτικά» 
και «Φαινόµενα», του Θεοδοσίου «Σφαιρικά» και «περί ηµερών και 
νυκτών», καθώς και το διασωθέν έργο του Αρίσταρχου. 
 Ο κατάλογος αυτός είναι ελλιπής αφού δεν περιλαµβάνει αρκετά 
αξιόλογα έργα των Θεοδόσιου, Υψικλή, Μενελάου κ.ά. αν και ο Πάππος 
αποδεδειγµένα γνώριζε τα έργα αυτά, µάλιστα από τα «Σφαιρικά» του 
Μενελάου είχε χρησιµοποιήσει και αρκετές τέσσερις (4) προτάσεις. 
 Εποµένως η µη αναφορά άλλου έργου του Αρίσταρχου δεν σηµαίνει 
αναγκαστικά και τη µη ύπαρξη και άλλων αξιόλογων αστρονοµικών έργων. 
 Το διασωθέν έργο «Περί µεγεθών και αποστάσεων . .» µπορεί κατά τον 
Πάππο ν΄ αποτελεί µέρος της ελάσσονος Αστρονοµίας, όµως σύµφωνα µε 
τους νεότερους ιστορικούς αποτελεί ένα από τα πιο λαµπρά κείµενα της 
αρχαίας ελληνικής επιστήµης και το µοναδικό διασωθέν έργο όπου η 
Γεωµετρία παρουσιάζεται µε µια νέα µορφή που λίγο αργότερα θα 
σχηµατοποιηθεί στην Τριγωνοµετρία. Είναι δηλαδή ένα αµιγές γεωµετρικό 
βιβλίο όπου οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί χρησιµοποιούνται µε τη µορφή 
γεωµετρικών λόγων και αναδεικνύει τον Αρίσταρχο σε ένα σηµαντικό 
γεωµέτρη και πρόγονο της τριγωνοµετρίας. 
 Το βιβλίο αρχίζει µε την παράθεση έξι (6) υποθέσεων που θυµίζουν τα 
ευκλείδεια αιτήµατα, όµως σ’ αντίθεση µε αυτά µερικές δεν είναι αληθείς. 
Ο ίδιος µάλιστα ο Αρίσταρχος έδειξε σε µεταγενέστερο έργο του όπως 
αναφέρει ο Αρχιµήδης, ότι η δεύτερη υπόθεση δεν ήταν αληθής, αφού 
σύµφωνα µ΄ αυτή η φαινόµενη διάµετρος του ήλιου είναι 2ο και ο ίδιος την 
υπολόγισε αργότερα σε µισή µοίρα. 
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 Αυτό βέβαια συνέβη µεταγενέστερα και θα πρέπει να περιλαµβάνονται 
σε έργο το οποίο έχει απολεσθεί. Ο Αρχιµήδης µας περιγράφει πρόχειρα τη 
µέθοδο µε την οποία ο Αρίσταρχος κατέληξε στο συµπέρασµα αυτό, όµως 
δεν µας δίνει πληροφορίες για το πώς και µε ποια µέσα εργάσθηκε. 
 Όπως γνωρίζουµε σήµερα κάποιες από τις έξι υποθέσεις του 
Αρίσταρχου ήταν γνωστές και σε προγενέστερους. Π.χ. ο Εύδοξος ήταν ο 
πρώτος που ανέπτυξε µε επιστηµονικό τρόπο την υπόθεση ότι η ήλιος και η 
σελήνη απέχουν σταθερές αποστάσεις από τη γη, γεγονός που αποτελεί 
µέρος της πρώτης υπόθεσης του Αρίσταρχου. 
 
 Μετά την παράθεση των υποθέσεων παρακολουθούµε την ανάπτυξη 
δεκαοκτώ (18) προτάσεων που πραγµατοποιείται παραγωγικά κατά τον ίδιο 
τρόπο µε τα κλασσικά µαθηµατικά έργα της εποχής. 
 Για την απόδειξη των 18 προτάσεων ο Αρίσταρχος χρησιµοποιεί, χωρίς 
όµως να αποδεικνύει, κάποιες άλλες πολύ σηµαντικές µαθηµατικές 
προτάσεις, πράγµα που σηµαίνει ότι αυτές υπήρχαν σε προγενέστερα έργα 
του Αρίσταρχου είτε άλλων Ελλήνων µαθηµατικών. 
 Οι προτάσεις αυτές θα µπορούσαν σήµερα να διατυπωθούν ως εξής: 

1) Αν θ το µέτρο µιας γωνίας σε ακτίνια και 0<θ<
π
2

, τότε η συνάρτηση 

f(x)= ηµθ
θ

 είναι φθίνουσα, ενώ η συνάρτηση φ(x)= εφθ
θ

 είναι 

αύξουσα στο (0, π
2

). 

2) Αν θ, φ τα µέτρα δύο γωνιών σε ακτίνια µε  0<θ<φ< 
π
2

, τότε ισχύει  

ηµφ
ηµθ

 < φ
θ

 < εφ φ
εφ θ

 . 

Από τη µελέτη των προτάσεων αυτών προκύπτουν ουσιώδη 
συµπεράσµατα για τις µαθηµατικές έννοιες που ήταν γνωστές στον 
Αρίσταρχο. Π.χ. θα πρέπει να γνώριζε την έννοια των συµµεταβαλόµενων 
ποσών και µάλιστα όχι µόνο απλών αλλά και αρκετά σύνθετων, όπως π.χ. 

τα ποσά ηµθ
θ

, εφθ
θ

 µε θ ∈ (0, π
2

 ). 

Η καθαρά γεωµετρικά απόδειξη της (1), την οποία πιθανώς θα 
προτιµούσε ο Αρίσταρχος δεν είναι τόσο απλή, αντίθετα µε την αναλυτική 
απόδειξη της πρότασης η οποία έγκειται στη µελέτη των συναρτήσεων 
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f(θ)= 
ηµθ
θ

  και φ(θ) = 
εφθ
θ

 . 

Πράγµατι f΄(θ)= συνθ ⋅θ - ηµθ
θ2  = συνθ(θ-εφθ)

θ2  < 0, αφού θ<εφθ, δηλαδή 

η συνάρτηση f(θ) είναι φθίνουσα στο (0, π
2

). 

Όµοια φ΄(θ) = 
' 'εφθ ηµθ

θ θσυνθ
   = =   
   

 

= θ συν2 θ - ηµθ(συνθ-θηµθ)
θ2 συν2θ

 = θ(συν2θ + ηµ2θ) - ηµθ
θ2 συν2θ

 = θ-ηµθ
θ2 συν2 θ

 > 0, 

δηλαδή η συνάρτηση φ(θ) είναι αύξουσα στο (0, π
2

). 

Και η ανισότητα ηµφ
ηµθ

 <
φ
θ

 < εφ φ
εφ θ

  (2) απαιτεί µια πολύπλοκη αλλά 

στοιχειώδη απόδειξη, όπως αυτή π.χ. ο Commandino (δες [5]) µε την 
βοήθεια τριγωνοµετρικών ανισοτήτων οι οποίες όµως είναι ισοδύναµες µε 
γεωµετρικούς λόγους. 

Η απόδειξη µε τη βοήθεια στοιχειωδών εννοιών της Ανάλυσης είναι 
απλούστατη. 

Συγκεκριµένα αρκεί να µελετήσουµε τη συµπεριφορά των συναρτήσεων 
φ ηµφ φf
θ ηµθ θ

  = − 
 

 και φ φ εφφ
θ θ εφ

  = − 
 

φ
θ

 στο διάστηµα (0,π
2

). 

Ο γνωστός Γάλλος ιστορικός P.Tannery [11], προκειµένου να 
αιτιολογήσει τις τριγωνοµετρικές προτάσεις που είναι ισοδύναµες των 
γεωµετρικών προτάσεων του Αρίσταρχου διατυπώνει µια θεωρία αρκετά 

λογικοφανή. Καταρχάς ξεκινά από προφανείς σχέσεις, όπως π.χ. ηµ π
2

=εφπ
4

= 

= 1, ηµ π
6

 = 1
2
 , εφ π

8
 =  

2
1

 +1
,  όπου µια προσέγγιση το 2 είναι ο ρητός 7

5
 

καταλήγει σε σχέσεις όπως: 

(i) Αν κ>1 τότε  ηµ π
2κ

 > 1
κ

 και συν π
2κ

 = ηµ ( π
2

 − 
π
2κ

) > κ-1
κ

 

(ii) Αν κ>2 τότε ηµ π
2κ

 < εφ π
2κ

  < 2
κ

 

(iii) Αν κ>3 τότε ηµ π
2κ

 > 3
2κ
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(iv) Αν κ>4 τότε ηµ π
2κ

 < εφ π
2κ

 < 5
3κ

 

Από τις (iii), (iv) παίρνουµε ότι  3
2κ

 < ηµ π
2κ

 < 5
3κ

 . 

Αν  ο  Αρίσταρχος  γνώριζε  ότι  π ≅ 22
7

  θα  µπορούσε  να  υπολογίσει 

ότι ηµ π
2κ

 < 11
7κ

 . 

Π.χ. στην πρόταση 7 ο Αρίσταρχος υπολογίζει φράγµατα του ηµ3ο 

δηλαδή του ηµ π
60

 = ηµ π
2⋅30

, οπότε κ = 30 και βρίσκει  1
18

 > ηµ3ο > 1
20

 . 

Ας παρακολουθήσουµε τους συλλογισµούς του Αρίσταρχου για τη 
χρήση των υποθέσεων αυτών στην αποδεικτική διαδικασία µιας πρότασης 
του βιβλίου του, π.χ. της πρότασης 7. 

Η Πρόταση 7 αναφέρει ότι: 
Η απόσταση του Ήλιου από τη Γη είναι µεγαλύτερη από το 18-πλάσιο, 

αλλά µικρότερη από το 20-πλάσιο της απόστασης της Σελήνης από τη Γη.  
Η απόδειξη του Αρίσταρχου έχει ως εξής:  
 
Έστω Α το κέντρο του Ηλίου και Β το κέντρο της Γης. Φέρουµε την ΑΒ 

και έστω Γ το κέντρο της Σελήνης τη στιγµή της διχοτόµησης δηλαδή τη 
στιγµή που η Σελήνη φαίνεται σαν ηµικυκλικός δίσκος από την Γή. Έστω 
ότι η ΒΓ τέµνει στο ∆ τον κύκλο (Β,ΒΑ)  στον οποίο κινείται ο Ήλιος. 
Επειδή το Γ είναι το κέντρο της Σελήνης τη στιγµή της διχοτόµησης θα 
είναι . oˆΑΓΒ 90=

 
Έστω ΒΕ κάθετος στην ΒΑ.  Κατασκευάζουµε το τετράγωνο ΑΒΕΖ 

(Σχ. 1)  
 

Τότε το τόξο Ε∆  είναι το 1
30

 του τόξου , οπότε σύµφωνα µε την 

4

Ε∆Α
η υπόθεση κατά την οποία όταν η Σελήνη φαίνεται να διχοτοµείται, τότε η 
απόστασή της από τον Ήλιο είναι µικρότερη από ένα τεταρτηµόριο κατά το 
ένα τριακοστό του τεταρτηµορίου. 
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Σχήµα 1 

Εποµένως  ο ο1ˆABΓ 90 90 87
3

= − ⋅ = ο , άρα  οˆˆ∆BE BAΓ 3= = . Φέρουµε 

τη ΒΖ και τη διχοτόµος ΒΘ της γωνίας . Επειδή  θα είναι 
και . Αλλά 

ˆZBE οˆΖΒΕ 45=
οˆΘΒΕ 22,5= οˆ∆ΒΕ 3=  εποµένως ο λόγος των µέτρων των 

γωνιών 
ˆΘΒΕ
ˆ∆ΒΕ

 είναι 15
2

 και αφού 
ˆ ˆΘΒΕ εφΘΒΕ
ˆ∆ΒΕ εφ∆ΒΕ

< ˆ , τότε 

ˆεφΘΒΕ 15 ΘΕ 15ήˆ 2 ΕΜ 2εφ∆ΒΕ
> >

2

, όπου Μ η τοµή της Β∆ µε την ΕΖ. Επιπλέον 

αφού ΑΒΕΖ τετράγωνο τότε 2BZ 2BE= ⸠Όµως  αφού ΒΘ διχοτόµος της 

 θα ισχύει ˆEBZ
2 2

2
2 2

BZ ZΘ ΒΖ ΖΘ2 ΖΘ 2ΘΕ
BE ΘE ΒΕ ΘΕ

= ⇒ = = ⇒ = 2

49 2 25 50< ⋅ =

 και επειδή 

, οπότε 
2

2

ΖΘ 49
ΘΕ 25

>  άρα ΖΘ 7
ΘΕ 5

> , συνεπώς ZE 7 5 12
ΘΕ 5 5

+
> = . 

Αλλά έχουµε επίσης αποδείξει ότι ΘΕ 15
ΕΜ 2

>  εποµένως 

ΖΕ ΘΕ 12 15 18
ΘΕ ΕΜ 5 2 1

⋅ > ⋅ =  δηλαδή ΖΕ>18ΜΕ  οπότε ΖΕ=ΒΕ>18ΜΕ. 
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Από τα όµοια τρίγωνα ΒΕΜ και ΒΑΓ έχουµε 
BE AB 18 AB 18ΒΓ
ME BΓ

= > ⇒ > . 

Όµως ΑΒ είναι η απόσταση του Ηλίου από τη Γη ενώ ΓΒ είναι η 
απόσταση της Σελήνης από τη Γη, εποµένως η απόσταση του Ηλίου από τη 
Γη είναι 18 φορές µεγαλύτερη από την απόσταση της Σελήνης από την Γη. 

Θα δείξουµε ότι η απόσταση του Ηλίου από τη Γη είναι µικρότερη από 
το 20-πλάσιο της απόστασης Σελήνης – Γής. Από το ∆ φέρνουµε ∆Κ 
παράλληλη στην ΕΒ, οπότε ο περιγεγραµµένος στο τρίγωνο ∆ΚΒ κύκλος, 
έχει τη ∆Β διάµετρο και . Αφού οˆ∆ΚΒ 90= οˆ∆ΒΕ 3=  θα είναι , 

οπότε το τόξο 

οˆΒ∆Κ 3=

είναι το 1
60

 του κύκλου. Αν ΒΛ πλευρά του κανονικού 

6-γωνου του εγγεγραµµένου στον κύκλο το τόξο ΒΛ  θα είναι ίσο µε 

και BΛ ΒΛ
ΒΚBK

>  ή ΒΛ10
ΒΚ

>  οπότε 10ΒΚ>ΒΛ και επειδή ∆Β=2ΒΛ αφού η 

∆Β διάµετρος, τότε 20ΒΚ>Β∆. Όµως ∆Β ΑΒ ΒΓ 1
ΒΚ ΒΓ ΑΒ 20

= ⇒ >  ή ΑΒ<20ΒΓ 

όπου ΑΒ η απόσταση του Ηλίου από τη Γη και ΒΓ η απόσταση της 
Σελήνης από τη Γη οπότε 18ΒΓ<ΑΒ<20ΑΒ. 

Από την απόδειξη που δίνει ο Αρίσταρχος αντιλαµβανόµαστε ότι 
δικαίως είχε το όνοµα του µαθηµατικού, αφού αναδεικνύεται σε µέγιστο 
χειριστή του µαθηµατικού λογισµού µε λόγους (δηλ. Τριγωνοµετρικά 
µεγέθη) τον οποίον εν πολλοίς ο ίδιος δηµιούργησε. 

Εδώ µάλιστα η παρουσία και αναγκαιότητα των τριγωνοµετρικών 
αυτών µεγεθών είναι τόσο στενά συνδεδεµένη µε την ίδια την πρόταση 7, 
ώστε δικαιολογηµένα θα µπορούσε κανείς να υποθέσει ότι ο πλέον βασικός 
λόγος για την ανακάλυψη και την ανάπτυξη της Τριγωνοµετρίας ήταν η 
Αστρονοµία όπως αρκετοί θεωρούν ότι και η ανάπτυξη της θεωρίας των 
κωνικών τοµών έχει αφετηρία την Αστρονοµία. Είναι αποδεδειγµένο 
ιστορικά ΄τι ένας από αυτούς που συνέβαλαν στην ανάπτυξη της 
Τριγωνοµετρίας είναι ο άραβας µαθηµατικός al Tusi που συγκέντρωσε όλα 
τα επιτεύγµατα των Ελλήνων µαθηµατικών της Ελληνιστικής περιόδου και 
τα χρησιµοποίησε στην Αστρονοµία. Ο al Tusi ήταν οπαδός της 
ηλιοκεντρικής θεωρίας του Αρίσταρχου και λέγεται ότι ο Κοπέρνικος έχει 
πάρει αρκετά στοιχεία από το έργο του al Tusi ο οποίος γνώριζε το έργο του 
Αρίσταρχου. Από όσα ήδη αναφέραµε, προκύπτει το συµπέρασµα ότι τα 
Μαθηµατικά στο διασωθέν έργο του Αρίσταρχου βεβαίως και δεν ήταν το 
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ίδιο σηµαντικά π.χ. µε τα Μαθηµατικά του έργου του Ευκλείδη ή του 
Αρχιµήδη. 

Ήταν όµως αναµφίβολα σηµαντικά γιατί η χρήση τους ήταν 
αναγκαία για την πραγµάτωση των αστρονοµικών έργων του Αρίσταρχου, 
ενός έργου τεράστιας σηµασίας για την Αστρονοµία. 
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Abstract 
In this paper we examine the mathematical content of Aristarchus work. 

The important and innovative methods existing in his work made him 
known as the “mathematician” of his time. 

Unfortunately, we are not in position to know all about the mathematical 
content of his work, since the majority of it has not been preserved. 

However, his work  “on the sizes and distances of the Sun and Moon” 
renders Aristarchus as a great mathematician and is considered to be the 
first  of mathematical Astronomy.  


